Andrzej POWNUK!

PRZEDZIALOWE METODY OPTYMALIZACJI KONSTRUKCJI
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1. Wprowadzenie

W  ostatnich latach mozna zaobserwowal stale zwigkszajace si¢ znaczenie metod
numerycznych (zwanych takze komputerowymi) w inzynierii ladowej [1,2]. Stosowanie
numerycznych modeli konstrukcji umozliwia réwniez ich efektywna optymalizacjg.
Zagadnienia optymalizacji obejmuja bardzo szeroka klasg problemow jak np. optymalizacja
ze wzgledu na minimalny cig¢zar, minimalny koszt, maksymalna wytrzymatos¢, maksymalna
niezawodno$¢, optymalizacj¢ ksztaltu, optymalizacja wielokryterialna itp. Zagadnienie
optymalizacji konstrukcji mozemy sformutowa¢ nastgpujaco:

{ Znalez¢ minimalna warto$¢ funkcjonatu f(x) D

przy warunkach ograniczajacych p(x) =0 oraz q(x) <0.

W niniejszej pracy zajmg si¢ przypadkiem, w ktorym funkcjonat f jest okreslony na
przestrzeni R", tzn. f:R" - R, pR" - R™, q:R" - R".
Metody poszukiwania globalnego minimum funkcji celu mozna podzieli¢ na dwie grupy [3].
Pierwsza grupg stanowia heurystyczne metody, ktére pozwalaja na znalezienie globalnego
minimum jedynie z pewnym prawdopodobienstwem. Najwazniejsze z nich, to algorytmy
stochastyczne [4] oraz algorytmy genetyczne [5]. Druga grupg stanowia metody pozwalajace
na znalezienie globalnego minimum z pewna znana doktadnoscia. Oparte sa one na technice
zwanej ,,branch and bound”. Polega ona na podzieleniu obszaru poszukiwania na coraz
mniejsze czg$ci 1 sprowadzeniu problemu globalnej optymalizacji do problemu optymalizacji
dyskretnej dzigki podzieleniu go na skonczona liczbg¢ podprobleméw. Przyktadami takich
metod sa algorytmy optymalizacji kombinatorycznej [3], metod¢ dc [3], metody
optymalizacji oparte na arytmetyce przedziatowej [6-14] oraz metody oparte na oszacowaniu
warto$ci funkcji przy pomocy warunku Lipschitza [3]. Celem pracy jest przedstawienie
zastosowan algorytmu przedzialowej optymalizacji w mechanice konstrukcji. Algorytm ten
umozliwia oszacowanie globalnego minimum dla dowolnej nieliniowej funkcji celu.
Funkcjonat f(x) moze by¢ nierdzniczkowalny, a nawet nieciagly. Algorytm zostat juz
zaimplementowany w kilku programach komercyjnych [14].
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2. Podstawy matematyki przedzialowej

Analiza przedziatowa jest dzialem matematyki zajmujacym si¢ badaniem wtasnosci dziatan
na przedziatach liczbowych [6,10]. Zbior wszystkich przedzialow liczbowych znajdujacych
si¢ na osi rzeczywistej R oznaczymy przez I(R). Element zbioru I(R) oznaczymy przez:

[X] :{X OR:x's x< x+} ?)
W zbiorze przedziatow mozemy wprowadzi¢ dziatania arytmetyczne:
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Naturalnym przedzialowe rozszerzenie funkcji f:R"™ - R, to przedziatowa funkcja
f:I(R)n - I(R), ktéra powstaje z funkcji rzeczywistej poprzez zastapienie wszystkich
zmiennych rzeczywistych x; odpowiednimi przedzialami [x]i oraz wszystkich dzialan na

liczbach rzeczywistych odpowiednimi dziataniami przedzialowymi. Przykladowo gdy
f(x) =x’-x,t0 f([x]) = [x] [[]74 —[ )q . Przedzialowe rozszerzenie funkcji nie jest okreslone

jednoznacznie. Najwazniejsza wlasnoscia naturalnego przedzialowego rozszerzenia funkcji
jest nastepujace twierdzenie:
ey 100 [ £() ®)

Przedziatowy uktad réwnan liniowych jest to uktad rownan ktérego macierz uktadu i wektor
wyrazow wolnych sklada si¢ z przedziatow liczbowych:

a, ] [a,n]D b,]D
[A]X =[B] , gdzie [A] = % B [B] -g . ©9)
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Rozwiazanie przedziatowego uktadu rownan jest okreslone nastgpujaco:
5 L (A8)={x0r a0 (o] B [8] 10)
Rozwiazanie ZEDJ ([A],[B]) jest zwykle bardzo skomplikowanym zbiorem [9,11] dlatego w

zastosowaniach postugujemy si¢ najmniejszym n-wymiarowym przedzialem, ktéry zawiera w
sobie rozwiazanie doktadne.. Przedzialowe uktady réwnan sa wykorzystywane w
przedzialowej metodzie Newtona [11], ktéra umozliwia znalezienie wszystkich pierwiastkow
uktadu nieliniowych réwnan algebraicznych. Wspolna cecha wielu metod opartych na
matematyce przedzialowej jest globalna zbieznos¢, uwzglednianie bledoéw zaokraglen,
przeprowadzanie obliczen z tzw. gwarantowana pewnos$cia oraz mozliwos¢ operowania na
funkcjach nierdzniczkowalnych, a nawet nieciagtych.



3. Algorytm przedzialowej optymalizacji globalnej

Niech dana jest funkcja f:R" O XJ (Xl,...,Xn)—» f(xl,...,an] R!' oraz dwa roztaczne
przedziaty [Xl],[XZ] OR". Jesli

i) <i(x]) (11

to z wilasno$ci naturalnego przedzialowego rozszerzenia funkcji f wynika, ze globalne
minimum funkcji f nie moze znajdowaé si¢ w przedziale [xz] . Powyzsza wlasnos¢ jest

podstawa algorytmu przedziatlowej optymalizacji globalne;.
Podstawowym algorytmem obliczen metoda przedzialowej optymalizacji globalnej jest
algorytm Moore-Skelboe’a [13]. Niech [xo] oznacza przedzial poczatkowy, w ktoérym

poszukujemy rozwiazania.
Algorytm (Moore-Skelboe)

1) Przyjaé [y]:=[x0].
2) Obliczy¢ f([x]).

3) Przyjaé y=f([y])_.
4) Zainicjowaé liste L= (([y],y)) .
5) Wybra¢ wspotrzedna ,k” wzdhuiz ktorej przedziat [y] ma najwigksza

szeroko$¢

kDD max w([y]): [y]

1,0}

6) Podzieli¢ przedziat [y] wzdtuz ,,k”—tej wspolrzednej na dwa przedziaty
[vil{va] -

7) Obliczy¢ f([vl]), f([vz])

8) Przyja¢ v, =f([v}])" dlai=1.2.

9) Usuna¢ ([y],y) z listy L.

10) Wiaczy¢ pary ([V,],V,), ([vz],vz) do listy L w taki sposob aby elementy
Vv, byly w porzadku niemalejacym.

11)Oznaczy¢ pierwsza parg listy L jako ([y], y) .

12)Jezeli kryteria zatrzymania obliczen sg spetnione, to idZ do punktu 14.
13)1dz do punktu 5.
14)Stop.
E.R. Hansen zmodyfikowat algorytm tak, Ze oprocz wartosci globalnego minimum
fin = 13%?] f (x) poszukiwal punktow x D[XO] dla ktorych funkcja celu przyjmuje wartosc¢
XH X0

minimalna. [7,13]. Umozliwito to wykorzystanie algorytmu przedzialowej optymalizacji do
rozwigzywania uktadow nieliniowych rownan algebraicznych [7].



4. Procedury przyspieszajace zbiezno$¢ algorytmu

Rozwazymy pewien przedziat [x] lezacy we wngtrzu przedzialu poczatkowego [XO]

([X] 0 [XO]) . Z whasnosci przedzialowego rozszerzenia funkcji wynika, ze gdy:

0 D—af([X]) (12)
0x;
to funkcja celu na pewno nie posiada globalnego minimum w przedziale [x] i mozemy go
odrzuci¢ w dalszych obliczeniach. Jest to tzw. test monotonicznos$ci.
Okazuje sig, ze sprawdzanie nieréwnosci (11) nie jest zawsze konieczne. Analogiczne
rezultaty mozna uzyskaé sprawdzajac nastgpujacy warunek:

f(mid([xl])) <#([x,]) (13)

Gdy warunek (13) jest spelniony wtedy globalne minimum na pewno nie znajduje si¢ w
przedziale [xz] i mozemy go odrzuci¢ w dalszych obliczeniach. Jest to tzw. test punktu
srodkowego.

Test punktu srodkowego przynosi tym lepsze efekty im warto$¢ po lewej stronie nierownosci
(13) jest mniejsza. Dlatego do poszukiwania minimalnej wartosci funkcji celu mozemy
wykorzysta¢ inne algorytmy optymalizacyjne. Najczgsciej korzysta sig tutaj z algorytmow
gradientowych.

Jezeli funkcja celu jest rézniczkowalna oraz posiada lokalne minimum w punkcie x,, to

grad f(x() =0 (14)
Zatem jesli rownanie (14) nie posiada zadnego pierwiastka w przedziale [x] , to globalne

minimum na pewno nie znajduje si¢ w tym przedziale i mozemy go odrzuci¢ w dalszych
obliczeniach. Do znajdowania wszystkich pierwiastkdw réwnania (14) wykorzystujemy
przedziatlowa metodg Newtona [7,11].

Jezeli funkcja celu jest klasy C?, to warunkiem koniecznym wypuktosci funkcji jest
dodatnia okreslonos¢ hesjanu funkcji celu. Warunkiem koniecznym dodatniej okreslonosci
hesjanu jest by wszystkie elementy diagonalne hj (XO) byly nieujemne. Dlatego gdy dla

jakiegokolwiek i=1,....,n h; (xo) <0 wtedy w punkcie x, funkcja celu f nie moze miec
lokalnego ekstremum w punkcie X,. Z wlasnosci naturalnego przedziatowego rozszerzenia
funkcji f wynika, ze gdy dla jakiegokolwiek ﬁii([x]) <0, to globalne minimum nie moze
znajdowac si¢ w przedziale [x] i mozemy go odrzuci¢ w dalszych obliczeniach.

Algorytm przedzialowej optymalizacji globalnej oparty jest na nieréwnosci (11).
Efektywno$¢ algorytmu wzrasta gdy warto$¢ przedzialowego rozszerzenia funkcji na
przedziale [x] jest zblizona do obrazu przedziatu [x] poprzez odwzorowanie f . Dlatego
zamiast naturalnego przedzialowego rozszerzenia funkcji f korzystamy z innych sposobow
konstrukeji przedzialowego rozszerzenia [ 12]. Najwazniejszym jest tzw. forma $rednia

£([x]) = £(x) + ([x] -%)" £'([]) . gdzie x:=mid([x]) (15)
W celu przyspieszenia obliczania wartosci pochodnych stosujemy techniki zwane

automatycznym rézniczkowaniem [11]. Czas obliczen skraca si¢ rowniez po zastosowaniu
algorytmow obliczen rownolegtych.



5. Przyklady zastosowan

Rozwazymy kratownicg przedstawiona na rysunku 1.
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Rys. 1. Optymalny ksztatt kratownicy-przyktad 1

Bedziemy poszukiwali optymalnego ksztaltu kratownicy przedstawionej na rysunku 1.
Zagadnienie to jest rownowazne minimalizacji nastepujacego funkcjonatu:
L&
f o Z|N1|Ll (16)
bez warunkéw ograniczajacych, przy czym symbol N, oznacza i-ta sitlg¢ osiowa w precie, L;
jest dlugoscia i-tego preta, a O jest napr¢zeniem dopuszczalnym materialu z ktorego
wykonany jest prgt. Przyjmujemy nastgpujace dane liczbowe L=1 m, 0, =190 MPa . Wyniki

obliczen przedstawia tablica 1.

Tablica 1. Optymalne charakterystyki kratownicy przedstawionej na rysunku 1

Eps P [kN] yi [m] Yy, [m] A[m?] Vo [m®]

0.001 100 [-1.03915, [0.9613, [0.000366, 105180073
-0.9613] 1.03915] 0.000379]

0.0001 100 [-1.01207, [0.98623, [0.00037, 1052500073
-0.98623] 1.01207] 0,000374]

0.001 1000 [-1.039154, [0.961338, [0.003661, 1051801073
-0.961338] 1.039154] 0.003786]




W drugim przyktadzie bedziemy poszukiwali kratownicy o minimalnym ci¢zarze zmieniajac

potozenie wezta (x,,,y, ) (por. rys. 2). Po przyjeciu danych liczbowych L=1 m,

0, =190 MPa wyniki obliczen przedstawiono w tablicy 2.

Tablica 2. Optymalne charakterystyki kratownicy przedstawionej na rysunku 2

P. Rozwigzanie optymalne
10 kN Xy [m] Yy [m] J[m?] minJ [ m?]
1.189579 0.223488 410272007 4.10070 007"
Ay [m?] A, [m’] As[m?] Ay[m’]
549299200 | 6.010761007° | 7.607481107° 1.071047007*
Przedzial zawierajacy rozwiazanie optymalne
x" [m] x* [m] y~ [m] y" [m]
1.124272 1.218754 0.183575 0.245975
Liczba iteracji Pozostate Maksymalna szeroko$¢ przedziatu
przedzialy
25 15623 0.000244139
P. Rozwiazanie optymalne
100 kN Xy, [m] Yw [m] J[m?] minJ [m?]
1.189579 0.223488 4102720073 4.10070 102
Ay [m?] A, [m’] Ay [m?] Ay [m’]
5492992007 | 6.010761007™* | 7.607480007* 1.07104700°
Przedzial zawierajacy rozwiazanie optymalne
x" [m] x* [m] y~ [m] y" [m]
1.124272 1.218754 0.183575 0.245975
Liczba iteracji Pozostate Maksymalna szeroko$¢ przedziatu
przedzialy
25 15623 0.000244139
P. Rozwigzanie optymalne
1000 kN Xy - J[m?] minJ [ m?]
1.189579 0.223488 410272002 4.10070 10
Ay[m?] A,[m’] As[m?] Ay[m’]
549299200 | 6.010761007° | 7.60748 00° 1.071047 007

Przedzial zawierajacy rozwiazanie optymalne

X [m] x" [m] y [m] y" [m]
1.124272 1.218754 0.183575 0.245975
Liczba iteracji Pozostate Maksymalna szeroko$¢ przedziatu

przedzialy
25 15623 0.000244139
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Rys. 2. Optymalny ksztatt kratownicy-przyktad 2
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6. Whnioski

W optymalizacji konstrukcji bardzo czgsto postugujemy si¢ funkcjami celu, ktore nie sa
roézniczkowalne. Przyktadem takiej funkcji jest funkcjonat (16) poniewaz zawiera wartosci
bezwzgledne sit osiowych N, ktore to funkcje nie sa rézniczkowalne. Zatem nie mozna do
jej optymalizacji bezposrednio stosowaé tradycyjnych algorytméw wykorzystujacych te
wlasnos¢. W mechanice budowli bardzo czgsto wystepuja funkcje nieciagle. Przyktadem
moga tutaj by¢ funkcje okre$lajace sily wewnegtrzne oraz obcigzenie powierzchniowe i
objetosciowe. Do optymalizacji nieciagtych oraz nierézniczkowalnych funkcji celu mozna
wykorzystywa¢ algorytmy genetyczne, metodg bezgradientowa Hooke’a-Jeevesa, metode
bezgradientowa Powella, metode zlotego podzialu, algorytmy optymalizacji dyskretnej i
wiele innych. Jednak Zzaden z tych algorytmow nie potrafi zagwarantowaé, ze otrzymane
minimum jest globalne. Metoda przedzialowej optymalizacji globalnej jest jedyna metoda,
ktéra pozwala znalezé oszacowanie globalnego minimum dla funkcji celu, ktéra jest
nieliniowa, nierézniczkowalna, a nawet nieciaglta. Oszacowanie globalnego minimum
otrzymane metoda przedzialowej optymalizacji globalnej jest poprawne, w kazdym kroku
iteracyjnym co daje mozliwos¢ przerwania obliczen w dowolnym momencie lub gdy
osiagnigta zostanie zalozona dokladnosé. Uzycie procedur przyspieszajacych zbieznosé
znacznie skraca czas obliczen. Jedna z takich procedur oparta jest na poszukiwaniu minimum
funkcji celu w danym podprzedziale. W tym celu mozna wykorzysta¢ dowolna metode
minimalizacji. Daje to mozliwos¢ tworzenia metod hybrydowych. Zaprezentowane przyktady
potwierdzaja, ze metod¢ mozna wykorzysta¢ do rozwiazywania praktycznych probleméw
inzynierskich. Podstawowa wada metody przedzialowej optymalizacji globalnej jest jej
stosunkowo wolna zbiezno$¢ zwlaszcza w przypadkach gdy funkcja celu ma wiele lokalnych
miniméw niewiele r6zniacych si¢ od minimum globalnego.
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OPTIMIZATION OF STRUCTURES USING INTERVAL ANALYSIS

Summary

Summary. The paper presents applications of the interval global optimization method in civil
engineering. Many information about interval analysis can be found on the internet
(http://cs.utep.edu/interval-comp/main.html). An interval global optimization method is very
stabile and robust, universally applicable and 100% reliable. The interval algorithm
guarantees that all stationary global solutions have been found. The aim of this work is to
show that algorithm of interval global optimization is an effective tool for optimization of
structures. The algorithm is applied to shape optimization of truss structures.
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