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ZASTOSOWANIE REGULARNYCH PRZEDZIALOWYCH MACIERZY
JACOBIEGO DO OBLICZANIA EKSTERMALNYCH WARTOSCI WIELKOSCI
MECHANICZNYCH. CZESC I - PODSTAWY TEORETYCZNE

Streszczenie. W pracy przedstawiono dwie nowe metody obliczania ekstremalnych wartosci funkcji
uwiktanych z; (t) Jesli pewne specjalne przedzialowe macierze Jacobiego bgda regularne to znak pochodnych

02,(0)
2

J

czastkowych bedzie staly dla wszystkich 0T 1 ekstremalne wartosci z; :inf{zi (t):tD’I},

z; = sup{zi (t): t T} mozna obliczy¢ na podstawie wierzchotkow przedziatu T O IR".

APPLICATION OF REGULAR INTERVAL JACOBIAN MATRIX TO
CALCULATION OF EXTREME VALUES OF MECHNICAL QUANTITIES. PART I
- THEORETICAL BACK-GROUNDS

Summary. In this paper, two new methods for calculation of extreme values of implicit functions z; (t) are
0z; (t)
L
tOT and extreme values z; :inf{zi (t):tl]’l}, z; :sup{zi (t):tD’I}. We can calculate using vertices of

interval TOIR".

presented. If some special interval matrices are regular then sign of partial derivatives is constant for all

1 Wprowadzenie

Problem modelowania tolerancji w uktadach mechanicznych mozna sprowadzi¢ do
zagadnienia znalezienia obrazu obszaru tolerancji T [0 R™ poprzez uwiktane odwzorowania

z(t) okreslone jako rozwiazanie ukladu nieliniowych réwnan algebraicznych F (z, t): 0

(gdzie F:R"xR" - R"). Zbior wszystkich mozliwych rozwiazan okres$lony jest

nastepujaco:

M ={(z1): Fz) =001 ={z@®,) :¢0T} (1)
W pracy opisane sa teoretyczne podstawy nowej metody obliczania parametréw z;, z, :

z; = inf{zi (t) g T} , Z; = sup{zi (t) NN T} (2)

Metoda oparta jest na wlasno$ciach macierzy Jacobiego i matematyce przedziatowe;.
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2 Przedzialowe metody obliczania ekstremalnych wartosci funkcji uwiklanych w

oparciu o sprawdzenie monotonicznosci

Podstawowym wynikiem tej pracy jest nast¢pujace twierdzenie.
Twierdzenie 1

Niech dana jest ciagta funkcja F : R" x R" D(z, t) - F (z, t) OR" oraz m-wymiarowy przedziat

m
T= _Xl[gi,t_i ] O R™. Na podstawie wierzchotkow przedzialu T okre§lamy n-wymiarowy
|:

przedziat Z = _>_<l[g[,2i ] O R", gdzie

z, =minfz, ()¢ O } (3)
z =maxz ()07 } (4)

V' jest zbiorem wierzchotkow przedziatu T (odpowiednie wierzchotki mozna wybra¢ na

podstawie znaku pochodnych 027(1) obliczonych dla dowolnego ¢ OT).

j

Jesh

1) w(z,)#0 dlai=1,..n

2) Funkcja F jest rozniczkowalna w sposéb ciagly w kazdym punkcie pewnego otwartego
zbioru U OO R" xR™.

3) Dla kazdego t,0T réwnanie F(z,t)=0 posiada jednoznaczne rozwigzanie z(to). (w
uktadach mechanicznych wlasnos¢ ta jest zwykle zagwarantowana).

4) przedziatowe rozszerzenie nast¢pujacych macierzy Jacobiego

FZ,..2,T,,..,T,) F(Z,.Z,T,..,T,)

0(2,,...,zn) ’ d(Zzw-uZi_,,fj,zH,,...,zn dlai=1,...,n j=1,....m (5)
sa regularne, to
z; =inf{z,(t):1 0T, Z, =sup{z,(t) -+ 0T dlai=1,..n ©)
Dowod
Z rézniczkowalnoscei funkeji F wynika, Ze jakobian J(x) = OF(x) 5 po ¢ pr x (n-wierszy,

07(2, t)
n+m kolumn) jest funkcja ciagla J:R"xR" OX[x - J(x)DR” XxR" xR". Zatem
dowolny podwyznacznik M(x): det E (M:R"xR" OX Ox - M(x)DR)

macierzy
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Jacobiego jest rowniez funkcja ciaglta w X. Z wilasnos$ci przedziatowego rozszerzenia funkcji
oraz regularno$ci macierzy (5) wynika, ze:

*

Ox" OX, det P\ Eio,det A\ E:to (7)
Oz X,

der 9F () H (8)

maja taki sam znak dla wszystkich x” 0X. Z zatozen (1-3) oraz twierdzenia Gavesa [3]

wynika, ze pochodne funkcji uwiklanych mozna obliczy¢ na podstawie wzoru:

aF(x)
azi(x) _ O(Z,,...,z,._,,tj,zH,,...,zn) ,
o, ) oF (x) 9)
0z

3z,0)

Poniewaz oba wyznaczniki maja state znaki zatem pochodne ai maja rowniez state znaki
4

j
dla wszystkich ¢ 0T . Zatem wszystkie funkcje
z,.(tj)zz,.(tf,...,tj_,,tj,t;, ..... t;) (10)
sa monotoniczne w T przy dowolnym wyborze wartosci ¢ Dlgi,fi ] Jesli funkcje (10) sa
monotoniczne, to ich ekstremalne warto$ci mozna obliczy¢ na podstawie wierzchotkéw
przedziatu T. Poszukiwanie odpowiednich wierzchotkéw mozna znacznie skrocic jesli znamy
wartosci pochodnych %t:) w dowolnym punkcie ¢ 0T . Pochodne te mozna obliczyé na
j

podstawie twierdzenia o pochodnej funkcji uwiktane;:

08 92, L 0F Lo dgie kel.oniicl.m (11)

40z, 0, 01

£ * £

Uwaga. Aby funkcja z; (tj)= 4 (t t_,t,t t*) byta monotoniczna przy dowolnym

PSS IS SN RPN N
wyborze warto$ci ¢, [J |_t[,ti+J wystarcza aby przedziatlowe rozszerzenia nast¢pujacych dwoch

macierzy Jacobiego
oF (X) oF (X)
o 0(ZI,...,ZH,tj,zm,...,zn)
byly regularne. Jest to bezposredni wniosek z wzoru (9). Wiasnos¢ t¢ mozna wykorzysta¢ w

(12)

przypadku gdy nie wszystkie macierze (12) sa regularne.
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3  Obliczanie ekstremalnych wartosci funkcji uwiklanych—przypadek

jednowymiarowy

Dalej bedziemy rozpatrywali tylko przypadki, w ktorych uwiktana funkcja z: RO T - R”

jest krzywa w przestrzeni R". Zaktadamy, ze funkcja z jest ciagla w T oraz
roznowartosciowa. Zatozenia te sa zwykle spelione dla funkcji pojawiajacych si¢ w
zastosowaniach inzynierskich.

Twierdzenie 2

n
Niech dane jest ciagla funkcja z: RO T — R" oraz n-wymiarowy przedzial Z = .Xl[éi’fi]

=
okreslony nastgpujaco

z =minfz, () 2,(e}, 2, = max{z,(t) z,(c} (13)
Przedziat X okreslony jest jako X = ZxT O R" xR,
Tesli
1) w(z,)#0 dlai=1,...,n
2) istnieje taki punkt ¢* Oint(T), ze z(")Dint(2)
3) X n M ={(z(z).2), (z(7). 7} , gdzie zbior M okreslony jest nastepujaco
M ={(z(¢).¢): tOT} (14)
to
z, =inf{z,(t) 1O, Z, = sup{z,(¢):¢ 0T dlai=1,...,n (15)
Dowéd
Z zatozenia (1) i (3) wynika, Ze zbiory M i X posiadaja tylko dwa punkty wspolne. Niech
istnigje taki 70T, ze punkt (z(F)7)0X, wiedy istnicje takie .i%, ze z(f)<z, (lub
z,(F)> z, ). Poniewaz funkcja z, (¢) jest ciagla, zatem przyjmuje wszystkie wartosci posrednie
pomiedzy z,(i*) oraz (7). Czyli istnicje takie 7 0T, 7e z,(f)=z,. Zatem zbior aX n M
skladalby si¢ 7 trzech punktow {(=(t).2) (z(¢).7) ()7 ). Jest to sprzeczne 2 zatozeniem (3).
Ze sprzecznosci tej wynika nastgpujacy wniosek
O¢0int(T) z, <z,()<Zz dlai=1,..,n (16)
Poniewaz z, = minfz. ()2, G}, 2 = maxdz, ()2 G}, to
0¢0int(T) z, <z()<z dlai=l,..n (17)

Czyli funkcje z, (t) osiagaja swoje kresy w przedziale T, co konczy dowod.
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Twierdzenie 3

Niech dana jest funkcja F:R" DU OX x - F (x)D R" rézniczkowalna w sposob ciagly w

pewnym otwartym zbiorze U . Jesli istniej¢ dwa punkty x,,x, X (x, # x,), takie ze

F(x,)=F(x,)=0

oF (X)
Ox

to macierz nie jest regularna.

Dowod
Na podstawie zalozen twierdzenia mozemy napisac:

0=F(x,)-F(x,)

Wprowadzamy funkcj¢ pomocnicza ¢( ) (x , s( - X, ) Dalej mozemy napisac:

0=F(x,)-F(x,)=¢(1)- =IW

I ):z’s J'F’ , =X ))ds [(xz )

Z twierdzenia o wartosci $redniej dla catek otrzymujemy

I dE(x, +S(x2 _xl))ds - dE‘(xl +s;(x2 _xz))
I Ox . Ox .

0 J J

, gdzie s; 0[0,1]

Poniewaz gdy s, D[O 1] to x, +s, ( -X )=x;. UX oraz

g = ! dE(xl +S(x2 _x’))ds _ dFi(xz "'S;(xz _xz))
= ax
J J
OF x, +5,(x, = x,)) _ 9F(x;)  oF (X)

J 0xj dxl

czyli
(x)

Z (21)1(24) mamy:

0 =F(x2)—F(x,)= Z[(xz —x,)

Poniewaz x, —x, # 0, zatem réwnos$¢ (26) moze zachodzi¢ tylko wtedy gdy

det (Z ) =0
Poniewaz A [ dFT(X) zatem macierz dFT(X) nie moze by¢ regularna. Co konczy dowod.

(18)

(19)

(20)

1)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
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Twierdzenie 4

Niech F:R" xR OU O(zt) - F(z¢)OR" gdzie tOT oraz Z = .:;[z,»,z] gdzie

z, =minfz,(t) z, (f} , Z, =maxf{z,(t) z, (t_} dlai=l1,...,n (28)
Przedzial X okreslony jest jako X =ZXT O R" XR.
Jezeli
1) w(z.)#0 dlai=I,...n;
2) F jest r6zniczkowalna w sposob ciagly w pewnym otwartym zbiorze U U X ;
3) dla kazdego ¢UJT rdéwnanie F (z,t) =0 posiada jednoznaczne rozwiazanie z(t). (w

uktadach mechanicznych wtasnos¢ ta jest zwykle zagwarantowana);

4) wszystkie macierze

oF (X)
% (29)

K2z vnZ,,T) F(Z,.?, ... 7,.T)

>
0z,nz 200 )0nz,) 02z t20s)2,)

dlai=1,...,n (30)

sa regularne;
5) istnieje takie +* OT, ze (z(¢" )¢ )Dine(X);
to
z, =inf{z,(t): tOT}, z. = sup{z,(¢): ¢t OR dlai=1,..n (31)
Dowéd

F(X)

4

Na podstawie rézniczkowalnos$ci funkcji £ oraz regularno$ci macierzy 1 twierdzenia

Gavesa wynika, ze uwiklana funkcja Z(t) jest ciagla oraz rozniczkowalna. Z zatozenia zbior
X, M= {(z(t) t): tO T} maja co najmniej dwa punkty wspolne:
(:()2) (=()7) (32)
Z zatozenia (1) wynika, ze kazda $ciana przedziatu X zawiera tylko jeden z punktow (32).
Wspotrzedne punktow (32) s rozwigzaniami nastgpujacych uktadow roéwnan (patrz Rys.1)
F(zt)=0 F(z1)=0 .
N , O dlai=l,....,n (33)
F-z=0 [®-% =0
Jesli rownania (33) beda mialy wigcej niz jedno rozwiazanie, to zbior dX n M bedzie sktadat

si¢ z wigcej niz dwu punktow (32). Rownania (33) mozna zapisa¢ w postaci:
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F(Z,,...,Zi_],g[ ,ZH],...,Zn,l‘): 0, F(Z,,...,Zi_,,fi ,ZH,,...,Zn,l‘): 0 (34)

Na podstawie twierdzenia 3 jesli macierze Jacobiego uktadéw rownan (34)

ok, .z..2.1) oFZ..z%..2,7)

>
0z,nzi it 20s)0nz,) 0(2)nze ) b2,p0z

dlai=1,...,n (35)

n

beda regularne, to uktady te posiadaja jednoznaczne rozwigzanie. Czyli zbiér 0X n M sklada
si¢ z dwu punktéw (z(g) g), (z(t_), t_). Poniewaz na podstawie zatozenia (5) istnieje punkt

(Z(t*)l‘*)D int(X), to uwiktana funkcja z = z(t) spelnione sq wszystkie zalozenia tw. 4 czyli:

z, =inf{z,(t):1 01, z, =sup{z,(¢): 10T} dlai=1,...,n (36)
co konczy dowod.
Z.
£ A )
EI EF'(Z,I)ZO
U
I:‘}Zi _gl - 0
DF(Z,t)ZO
o _
[ —z =0

1N

4 t t
Rys.1 Funkcja z; (t) spelia warunek z; <z; (t)< z, dla kazdego ¢ [J ({, t_)
Fig.1 Function z, (t) satisfy condition z; <z, (t)< z;, forall t[J ({, t_)

4 Whnioski

W pracy przedstawiono teoretyczne podstawy dwu nowych metod modelowania tolerancji
w uktadach mechanicznych. Opracowane algorytmy mozna zastosowa¢ do uktadow
mechanicznych, ktoérych matematyczny model dany jest przy pomocy ukladu nieliniowych
rownan algebraicznych postaci  F(z,¢)=0, gdzie F :R"xR" D(z, t) - F (z,t)DR” i
tOTOR™. Inne przedziatowe metody rozwiazywania uktadow réwnan zaleznych od
parametréow z pewnego zbioru T [0 R™ mozna znalezé w pracach [1,2,4-8]. Klasyczng
metodq poszukiwania zbioru rozwigzan M = {(z,t) o F (z,t) =0,t0 ’[} jest metoda kontynuacji
[9]. Do znalezienia rozwiazan uktadéw nieliniowych réwnan algebraicznych mozna rowniez
wykorzysta¢ wyniki teorii multifunkcji [10]. Zastosowania przedstawionych tutaj algorytmow

w mechanice opisane sa w drugiej czesci tej pracy.
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Abstract

In this paper, theoretical back-grounds of modelling interval uncertainties using interval

arithmetic are presented. It is shown that if some special interval matrices are regular, then

implicit functions z, (t) are monotone in interval T. Using these facts, we can calculate

extreme values of the functions z, (t) where 0T and F (z(t),t): 0 (i.e. we can calculate

numbers z; = sup{zi (t) .‘tDT} , Z, = sup{zi (t) .‘tDT} i=1,....,n). We can apply the presented

method in sensitivity analysis of structures. Engineering applications of these algorithms are

presented in the next part of this paper.



